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§ 1. Введение и постановка задачи

Пусть даны целые числа m,n > 1. Множество m-мерных ком-
плексных столбцов x = col

(
x1, x2, . . . , xm

)
со стандартной струк-

турой линейного пространства над полем комплексных чисел C и
скалярным произведением (x, y) =

∑m
j=1 x̄iyj обозначим через Cm.

Через Cm×n обозначим множество комплексных матриц с m стро-
ками и n столбцами. Пусть Cm×m

H =
{
A ∈ Cm×m : (Ax, y) =

(x,Ay), ∀x, y ∈ Cm
}

обозначает множество эрмитовых матриц.
Эрмитова матрица A ∈ Cm×m

H называется неотрицательной, ес-
ли (x,Ax) > 0, ∀x ∈ Cm. Через Cm×m

> обозначим множество
неотрицательных матриц m-го порядка. Неотрицательная матри-
ца A ∈ Cm×m

> называется положительной, если (x,Ax) > 0 для всех
ненулевых векторов x ∈ Cm. Через Cm×m

> обозначим множество по-
ложительных матриц m-го порядка. Для матриц A,B ∈ Cm×m

H за-
пись A > B (соотв. A > B) будет обозначать, что A−B ∈ Cm×m

> (со-
отв. A−B ∈ Cm×m

> ). Единичную матрицу m-го порядка обозначим
через Im, а нулевую матрицу сm строками и n столбцами обозначим
через Om×n. Для упрощения записи мы часто будем опускать ин-
дексы у матриц Im и Om×n, если эти индексы легко определяются из
контекста. Если f(z) некоторая матрица-функция (МФ), то запись
f ∗(z) будет обозначать сокращение для записи (f(z))∗. Для верхней
полуплоскости введем обозначение C+ = {z ∈ C : Im z > 0}.

Голоморфная МФ w : C+ → Cm×m называется неванлинновской,
если

w(z)− w∗(z)

2 i
> O, ∀z ∈ C+.

Класс неванлинновских МФ фиксированного порядка m > 1 обо-
значим через Rm.

В задаче Неванлинны-Пика по последовательности узлов интер-
поляции

z1, z2, . . . , zn, . . . ⊂ C+, zj 6= zk, j 6= k

и последовательности интерполируемых значений

w1, w2, . . . , wn, . . . ⊂ Cm×m

требуется описать все неванлинновские МФ w ∈ Rm такие,что

w(zj) = wj, j ∈ N. (1.1)

Через F∞ обозначим множество всех решений задачи (1.1).
Наряду с (1.1), мы будем рассматривать и усеченные задачи Не-

ванлинны-Пика
w(zj) = wj, 1 6 j 6 n. (1.2)



Через Fn обозначим множество решений задачи (1.2). Отметим,
что F∞ = ∩∞n=1Fn и Fn+1 ⊂ Fn.

С усеченной задачей Неванлинны-Пика свяжем следующие блоч-
ные матрицы

Tn =

 z−1
1 I

. . .
z−1
n I

 , Kn = T−1
n


w1−w∗

1

z1−z̄1 · · · w1−w∗
n

z1−z̄n... . . . ...
wn−w∗

1

zn−z̄1 · · · wn−w∗
n

zn−z̄n

T−1
n
∗
,

un =

 w1
...
wn

 , vn =

 I
...
I

 , RTn(z) = (I − zTn)−1. (1.3)

Легко видеть, что выполненно основное тождество

TnKn −KnT
∗
n = vnu

∗
n − unv∗n. (1.4)

Мы будем рассматривать тот случай, когда все усеченные задачи
(1.2) являются вполне неопределенными

Kn > Onm×nm, n ∈ N.

В этом случае множество Fn 6= ∅ и множество F∞ 6= ∅ (см. [1], [2]).
Приведем описание множества Fn в терминах дробно-линейных пре-
образований.

Резольветной матрицей для усеченной задачи (1.2) называется

Un(z)=

(
αn(z) βn(z)
γn(z) δn(z)

)
=

(
I + zv∗nRT ∗

n
(z)K−1

n un −zv∗nRT ∗
n
(z)K−1

n vn
zu∗nRT ∗

n
(z)K−1

n un I − zu∗nRT ∗
n
(z)K−1

n vn

)
. (1.5)

Пара мероморфных в C+ МФ
(
p(z)
q(z)

)
называется неванлиннов-

ской, если

p(z)p∗(z) + g(z)g∗(z) > O, (p∗(z) g∗(z))J
(
p(z)

g(z)

)
> O.

Здесь J =

(
Om −iIm
iIm Om

)
. Мы будем пользоваться очевидными

равенствами
J 2 = I2m, J ∗ = J .
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Две неванлинновские пары
(
p1(z)
g1(z)

)
и
(
p2(z)
g2(z)

)
называются эквива-

лентными, если существует мероморфная и мероморфно обратимая
в C+ МФ Q(z) такая, что(

p1(z)

g1(z)

)
=

(
p2(z)

g2(z)

)
Q(z).

Классы эквивалентности неванлинновских МФ обозначим черезRm.
Теорема 1. Формула

w(z) = (γn(z)p(z) + δn(z)q(z)) · (α(z)p(z) + β(z)q(z))−1

устанавливает биективное соответствие между Fn и Rm.
Доказательство теоремы 1 имеется в [1], [2].

Сформулируем некоторые известные результаты по теории мат-
ричных кругов Вейля, необходимые для дальнейшего исследования
задачи Неванлинны-Пика. Зафиксируем точку

z0 ∈ C+ \ {z1, z2, . . . , zn, . . .}

и рассмотрим множество матриц

Kn(z0) = {w(z0) : w ∈ Fn}.

Теорема 2. Множество Kn(z0) допускает представление вида

Kn(z0) = {cn(z0) + rn(z0)V ρn(z0) : V ∗V 6 I}. (1.6)

Здесь

cn(z0) =
(
i(z̄0 − z0)v∗nR

∗
Tn

(z0)K−1
n RTn(z0)vn

)−1×
×(i(z̄0 − z0)u∗nR

∗
Tn

(z0)K−1
n RTn(z0)vn − iI)∗,

rn(z0) =
(
i(z̄0 − z0)v∗nR

∗
Tn

(z0)K−1
n RTn(z0)vn

)−1/2
> O,

ρn(z0) =
(
i(z̄0 − z0)v∗nR

∗
Tn

(z̄0)K−1
n RTn(z̄0)vn

)−1/2
> O. (1.7)

С геометрической точки зрения множество Kn(z0) из (1.6) можно
считать матричным кругом с центром в точке cn(z0) левым ради-
усом rn(z0) и правым радиусом ρn(z0). Этот круг называется мат-
ричным кругом Вейля.

Из включения Fn+1 ⊂ Fn следует, что

Kn+1(z0) ⊂ Kn(z0)

Пусть

K∞(z0) =
∞⋂
n=1

Kn(z0).



Теорема 3. При n→∞ существуют пределы

c∞(z0) = lim
n→∞

cn(z0), ρ∞(z0) = lim
n→∞

ρn(z0) > O,

r∞(z0) = lim
n→∞

rn(z0) > O.

Более того,

K∞(z0) ={w(z0) : w ∈ F∞} = {c∞(z0) + r∞(z0)V ρ∞(z0) : V ∗V 6 I}

Доказательство теорем 2 и 3 имеется в [2], [3], [4].
Множество матрицK∞(z0) называется предельным кругом Вейля

в точке z0. Из теоремы С. А. Орлова [5] следует, что ранги радиусов
предельных кругов Вейля не зависят от выбора точки z0 ∈ C+ \
{z1, z2, . . . , zn, . . .}. Введем обозначение

m+ = rank r∞(z0), m− = rank ρ∞(z0).

Ясно, что 0 6 m+, m− 6 m. Задача Неванлинны-Пика (1.1) назы-
вается вполне неопределенной, если

m+ = m− = m.

Основным результатом является критерий вполне неопределенно-
сти задачи (1.1).

§ 2. Мультипликативная
структура резольвентной матрицы

Рассмотрим блочное разбиение матрицы Kj при j > 1

Kj =

(
Kj−1 Bj

B∗j Cj

)
=

(
I O

B∗jK
−1
j−1 I

)(
Kj−1 O

O K̂j

)(
I K−1

j−1Bj

O I

)
.

(2.1)
Здесь

K̂j = Cj −B∗jK−1
j−1Bj > O. (2.2)

Рассмотрим аналогичные блочные разбиения матриц из (1.3)

Tj =

(
Tj−1 O(j−1)m×m

Om×(j−1)m z−1
j Im

)
, (2.3)

RTj
(z) =

(
RTj−1

(z) O(j−1)m×m
Om×(j−1)m (1− z z−1

j )−1Im

)
,

uj =

(
uj−1

wj

)
, vj =

(
vj−1

Im

)
, j > 1. (2.4)
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И пусть, далее,

v̂j = −B∗jK−1
j−1vj−1 + I, ûj = −B∗jK−1

j−1uj−1 + wj, j > 1. (2.5)

Подставим блочные представления (2.1) и (2.4) в основное тожде-
ство (1.4). Воспользовавшись (2.5), получим индуцированные тож-
дества (j > 1)

Tj−1Kj−1 −Kj−1T
∗
j−1 = vj−1u

∗
j−1 − uj−1v

∗
j−1, (2.6)

Kj−1T
∗
j−1K

∗
j−1Bj −Bj z̄

−1
j Im = vj−1û

∗
j − uj−1v̂

∗
j , (2.7)

z−1
j ImK̂j − K̂j z̄

−1
j Im = v̂jû

∗
j − ûj v̂ ∗j . (2.8)

Множителями Бляшке-Потапова называются МФ

bj(z) = I +
z

1− z̄−1
j z

(
v̂ ∗jK̂

−1
j ûj −v̂ ∗jK̂−1

j v̂j
û ∗jK̂

−1
j ûj −û ∗jK̂−1

j v̂j

)
, j > 1. (2.9)

Здесь
v̂ 1 = v1, û 1 = u1, K̂ 1 = K1. (2.10)

Матрицы (v̂j, û j)
∞
j=1, определенные формулами (2.5) и (2.10), на-

зываются параметрами Шура.

Теорема 4. Резольвентная матрица Un(z) допускает представ-
ление в виде произведения множителей Бляшке-Потапова

Un(z) = b1(z) · b2(z) · . . . · bn(z). (2.11)

Доказательство теоремы получается непосредственными вычисле-
ниями с использованием индуцированных тождеств (2.6)-(2.8) (см.
аналогичные вычисления в [6], [7]).

Теорема 5. Пусть для всех j > 1 множители Бляшке-Потапова
определены в (2.9). Тогда

1) матрицы K̂j допускают представление

K̂j = zj
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
zj − z̄j

z̄j > O (2.12)

и при всех j > 1 матрицы ûj и v̂j невырождены;
2) множители Бляшке-Потапова допускают представления

bj(z) = I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)
Pj, (2.13)



в которых матрицы Pj выражаются через параметры Шура по
формулам

Pj =

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j)J (2.14)

и удовлетворяет условиям

P2
j = −Pj, PjJ > O; (2.15)

3) определители множителей Бляшке-Потапова вычисляются
по формулам

det bj(z) =

(
z̄j
zj
· zj − z
z̄j − z

)m

; (2.16)

4) J -формы множителей Бляшке-Потапова вычисляются по
формулам

J − bj(z)J b∗j(z) =

(∣∣∣z − zj
z − z̄j

∣∣∣2−1

)
PjJ ; (2.17)

5) для следов матриц Pj имеем

trPj = −m. (2.18)

Доказательство. 1) Равенство и неравенство в (2.12) следуют
из (2.8) и (2.2) соответственно. Теперь из (2.12) имеем Im(ûj v̂

∗
j) =

(ûj v̂
∗
j − v̂jû ∗j)/(2i) > O. Отсюда немедленно получаем невырожден-

ность произведения ûj v̂ ∗j и, следовательно, невырожденность мат-
риц ûj и v̂j.

2) Подставим (2.12) в (2.9). После очевидных преобразований
получим (2.13). Далее имеем (см. (2.14))

P2
j =

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j)J
(
v̂ ∗j
û ∗j

)
×
(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j)J

= −
(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1(ûj v̂ ∗j − v̂jû ∗j
i

)
×
(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j)J = −Pj.
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И, наконец,

PjJ =

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j) > O.

3) Покажем, что матрицы

T =

(
I I

v̂ −1
j ûj û ∗j v̂

−1∗

j

)
,

T−1 =

(
v̂ ∗j(v̂ jû

∗
j − û j v̂

∗
j)
−1v̂ jû

∗
j v̂
−1∗

j −v̂ ∗j(v̂ jû
∗
j − û j v̂

∗
j)
−1v̂ j

−v̂ ∗j(v̂ jû
∗
j − û j v̂

∗
j)
−1û j v̂ ∗j(v̂ jû

∗
j − û j v̂

∗
j)
−1v̂ j

)
взаимно обратны. Пусть T−1T =

(
a11 a12

a21 a22

)
. Тогда

a11 = v̂ ∗j(v̂ jû
∗
j − û j v̂

∗
j)
−1v̂ jû

∗
j v̂
−1∗

j − v̂ ∗j(v̂ jû
∗
j − û j v̂

∗
j)
−1v̂ j v̂

−1
j ûj

= v̂ ∗j(v̂ jû
∗
j − û j v̂

∗
j)
−1(v̂ jû

∗
j − ûj v̂ ∗j)v̂ −1∗

j = I.

Аналогичным образом убеждаемся в том, что

a12 = O, a21 = O, a22 = I.

Теперь имеем

T−1bj(z)T

= I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)

T−1

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j

)−1
(−û j, v̂j, )T

= I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)

(
O

v̂ ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j

)−1
(O,

−
(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j

)
v̂ ∗−1

j )

= I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)

×
(
O

I

)
(O, −I) =

 I O

O

(
1− (z̄j−zj)z

|zj |2(1−z̄−1
j z)

)
I


=

(
I O

O
(

z̄j
zj
· zj−z
z̄j−z

)
I

)
.

Отсюда следует формула (2.16) и тот факт, что

T−1PjT =

(
O O
O −I

)
. (2.19)



4) Непосредственными вычислениями с использованием (2.15)
получаем равенство (2.17).

5) Формула (2.18) немедленно следует из (2.19).
Теорема 5 доказана.

§ 3. Нормированные множители Бляшке-Потапова

Матрица V называется J -растягивающей (соотв. J -унитарной),
если выполнено неравенство V JV ∗ − J > O (соотв. равенство
V JV ∗−J = O). Известно (см., например, [8]), что если матрица V
является J -растягивающей (соотв. J -унитарной), то и матрица V ∗

является J -растягивающей (соотв. J -унитарной). Очевидно, что
J -унитарные матрицы невырождены и из J -унитарности матрицы
V следует J -унитарность матрицы V −1.

Теорема 6. Пусть дан множитель Бляшке-Потапова bj(z) (см.
(2.13)) и произвольная J -унитарная матрица V . Тогда

1)МФ
b′j(z) = V bj(z)V −1 (3.1)

является множителем Бляшке-Потапова вида

b′j(z) = I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)
P ′j, (3.2)

где
P ′j = V PjV

−1; (3.3)

2) Матрица P ′j допускает представление

P ′j =

(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

(v̂ ′j, û
′
j)J , (3.4)

где модифицированные параметры Шура v̂ ′j, û ′j задаются форму-
лами

(v̂ ′j, û
′
j) = (v̂ j, û j)V

∗; (3.5)

3) выполнены равенства

P ′2j = −P ′j , P ′jJ > O, trP ′j = −m; (3.6)

4) имеют место формулы

det b′j(z) =

(
z̄j
zj

zj − z
z̄j − z

)m

, J − b′j(z)J b′∗j (z) =

(∣∣∣z − zj
z − z̄j

∣∣∣2−1

)
P ′jJ .

(3.7)
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Доказательство. 1) Формулы (3.2), (3.3) немедленно следуют
из (3.1) и (2.13).

2) Сначала докажем равенство

û ′j v̂
′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

2i
=
û j v̂

∗
j − v̂ jû

∗
j

2i
. (3.8)

Действительно,

û ′j v̂
′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

2i
= −1

2
(v̂ ′j, û

′
j)J

(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)
= −1

2
(v̂ j, û j)V

∗JV

(
v̂ ∗j
û ∗j

)
= −1

2
(v̂ j, û j)J

(
v̂ ∗j
û ∗j

)
=
û j v̂

∗
j − v̂ jû

∗
j

2i
.

Далее имеем

P ′j = V PjV
−1 = V

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
û j v̂

∗
j − v̂ jû

∗
j

i

)−1

(v̂ j, û j)V
∗J

=

(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

(v̂ ′j, û
′
j)J .

Здесь второе равенство следует из справедливого для J -унитарных
матриц соотношения V ∗J = JV −1 и определения матрицы Pj, а
последнее из – (3.5) и (3.8).

3) Воспользовавшись (3.3), (2.15), (2.18), получим

P ′2j = V PjV
−1V PjV

−1 = V PjPjV
−1 = −V PjV

−1 = −P ′j,
P ′jJ = V PjV

−1J = V PjJV ∗ > O,

trP ′j = tr (V PjV
−1) = trPj = −m.

4) Воспользовавшись (3.1) и (2.16), получим

det b′j(z) = det
(
V bj(z)V −1

)
= det bj(z) =

(
z̄j
zj

zj − z
z̄j − z

)m

.

Первое из равенств (3.7) доказано. Второе равенство в (3.7) дока-
зываются аналогичным образом.

Теорема 6 доказана.
Теорема 7. Зафиксируем некоторую точку из верхней полу-

плоскости, не совпадающую с узлами интерполяции z0 ∈ C+ \
{z1, z2, . . . , zn, . . .}. Тогда для множителей Бляшке-Потапова (2.13)
имеют место J -полярные представления (см. [8])

bj(z0) = exp(αjPj) ·Uj, j > 1. (3.9)



Здесь
αj = − ln

∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣> 0, J −UjJU ∗
j = O. (3.10)

Для множителей Бляшке-Потапова (3.1) b′j(z) = V bj(z)V −1 име-
ют место аналогичные J -полярные представления

b′j(z0) = exp(αjP ′j) ·U ′
j , J −U ′

j JU ′∗
j = O, j > 1. (3.11)

Матрицы P ′j выражаются по формулам (3.4) через модифициро-
ванные параметры Шура (v̂ ′j, û

′
j) = (v̂ j, û j)V ∗ (см. (3.5)).

Доказательство. Воспользуемся элементарным неравенством∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣2−1 < 0, z0, zj ∈ C+.

Отсюда, из (2.15) и (2.17) следует неравенство

J − bj(z0)J b∗j(z0) 6 O. (3.12)

Из неравенства 0 <
∣∣∣ z0−zjz0−z̄j

∣∣∣2< 1 и из (3.10) следует, что αj > 0.
Отсюда и из (2.15) имеем

αjPjJ > O. (3.13)

Имеет место равенство

bj(z0)J b∗j(z0)J = (exp(αjPj))
2. (3.14)

Действительно, воспользовавшись (2.17), получим

bj(z0)J b∗j(z0)J =(bj(z0)J b∗j(z0)− J )J + I =

(
1−

∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣2)Pj + I.

Из (2.15) следует, что Pk
j = (−1)k+1Pj, k > 0. Поэтому

(exp(αjPj))
2 = exp(2αjPj) =

∞∑
k=0

(2αjPj)
k

k!
= I +

∞∑
k=1

(2αj)
k(−1)k+1

k!
Pj

= I −
∞∑
k=1

(−2αj)
k

k!
Pj = I +

(
1− exp(−2αj)

)
Pj

= I +
(

1− exp ln
∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣2)Pj = I +
(

1−
∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣2)Pj.

Из двух последних равенств следует (3.14). Соотношения (3.12)-(3.14)
показывают, что формула (3.9) задает J -полярное представление
матрицы bj(z0) (см. [8]). J -полярное представление (3.11) доказы-
вается аналогичным образом.

Теорема 7 доказана.
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Теорема 8. Пусть дана задача Неванлинны-Пика (1.1) такая,
что все усеченные задачи (1.2) являются вполне неопределенными
и зафиксирована некоторая точка z0 ∈ C+ \ {z1, z2, . . . , zn, . . .}. И
пусть (см. теорему 4) резольвентная матрица Un(z) представ-
лена в виде произведения множителей Бляшке-Потапова

Un(z)=

−→
n∏

j=1

bj(z)

=

−→
n∏

j=1

I +
(z̄j − zj)z

|zj|2(1− z̄−1
j z)

(
v̂ ∗j
û ∗j

)(
ûj v̂

∗
j − v̂jû ∗j
i

)−1

(v̂j, û j)J︸ ︷︷ ︸
Pj

 ,

(3.15)
где параметры Шура (v̂j, û j)

∞
j=1 определены формулами (2.5) и

(2.10).
Тогда существует бесконечная последовательность J -унитарных

матриц
U1,U2,U3, . . . ,Un, . . .

такая, что

Un(z) = b1(z)b2(z)b3(z) . . . bn(z)Un . . .U3U2U1, n > 1. (3.16)

Множители Бляшке-Потапова bj(z) из (3.16) связаны с мно-
жителями bj(z) из (3.15) соотношениями

b1(z) = b1(z)U −1
1 , bj(z) = (Uj−1 . . .U1) bj(z) (Uj−1 . . .U1)−1 U −1

j .

В точке z0 множители bj(z) нормированы к J -модулю

bj(z0) = exp(αjP ′j), j > 1, (3.17)

где

αj = − ln
∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣, P ′j =

(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

(v̂ ′j, û
′
j)J

(3.18)
и модифицированные параметры Шура имеют вид

(v̂ ′1, û
′
1) = (v̂ 1, û 1), (v̂ ′j, û

′
j) = (v̂ j, û j)U

∗
1 . . .U

∗
j−1. (3.19)



Доказательство. Применим метод математической индукции.
При n = 1 резольвентная матрица U1(z) = b1(z). Рассмотрим
J -полярное представление матрицы b1(z0) = exp(α1P1) · U1 и по-
ложим b1(z) = b1(z)U −1

1 . Теперь резольвентную матрицу запишем
в виде U1(z) = b1(z)U1. Отметим, что b1(z0) = exp(α1P1) и теорема
доказана при n = 1.

Пусть формула (3.16) доказана для некоторого n > 1. Отсюда и
из теоремы 4 имеем

Un+1(z) = Un(z)bn+1(z) =

−→
n∏

j=1

bj(z)·

←−n∏
j=1

Uj

 bn+1(z)

←−n∏
j=1

Uj

−1

·
←−
n∏

j=1

Uj. (3.20)

Рассмотрим множитель Бляшке-Потапова

b′n+1(z) =

←−n∏
j=1

Uj

 bn+1(z)

←−n∏
j=1

Uj

−1

=I +
(z̄n+1 − zn+1)z

|zn+1|2(1− z̄−1
n+1z)

←−n∏
j=1

Uj

Pn+1

←−n∏
j=1

Uj

−1

,

который можно записать в виде

b′n+1(z) =I +
(z̄n+1 − zn+1)z

|zn+1|2(1− z̄−1
n+1z)

P ′n+1.

Здесь матрица

P ′n+1 =

←−n∏
j=1

Uj

 · Pn+1 ·

←−n∏
j=1

Uj

−1

с помощью модифицированных параметров Шура

(v̂′n+1, û
′
n+1) = (v̂n+1, û n+1)

←−n∏
j=1

Uj

∗
14



записывается в виде (см. (3.4))

P ′n+1 =

(
v̂ ′

∗
n+1

û ′
∗
n+1

)(
û ′n+1v̂

′∗
n+1 − v̂ ′n+1û

′∗
n+1

i

)−1

(v̂ ′n+1, û
′
n+1)J .

Рассмотрим J -полярное представление (3.11) матрицы b′n+1(z0)

b′n+1(z0) = exp(αn+1P ′n+1) ·Un+1

и нормированный множитель Бляшке-Потапова

bn+1(z) = b′n+1(z)U −1
n+1.

Теперь (3.20) можно записать в виде

Un+1(z) =

−→
n+1∏
j=1

bj(z)

←−
n+1∏
j=1

Uj

По построению множитель bn+1(z) в точке z0 нормирован к J -модулю

bn+1(z0) = exp(αn+1P ′n+1).

Теорема 8 доказана.
Таким образом, резольвентная матрица (1.5) допускает мульти-

пликативное представление

Un(z) = b1(z) · b2(z) · . . . · bn(z)Vn. (3.21)

Здесь матрицы
Vn = Un . . .U1

являются J -унитарными.
Основной конструкцией при работе с резольвентными матрицами

является конструкция вида Un(z)JU∗n(z). Поэтому резольвентная
матрица определена с точностью до умножения справа на произ-
вольную J -унитарную матрицу. Теперь из (3.21) следует, что про-
изведение Бляшке-Потапова нормированных множителей

Un(z) = b1(z) · b2(z) · . . . · bn(z) (3.22)

является резольвентной матрицей, которую мы будем называть нор-
мированной резольвентной матрицей. Из (3.21) и (3.22) имеем

Un(z) = Un(z)Vn, J − VnJV ∗n = O. (3.23)



§ 4. Критерий вполне неопределенности
задачи Неванлинны - Пика

Из определения резольвентной матрицы (1.5) и основного тож-
дества (1.4) следует (см. [9]-[10]), что

J − Un(z)JU∗n(λ) = i(z − λ)

(
v∗n
u∗n

)
RT ∗

n
(z)K−1

n R∗T ∗
n
(λ)(vn un). (4.1)

Подставим в это равенство z̄ вместо λ. Получим J −Un(z)JU∗n(z̄) =
O. Отсюда немедленно следует обратимость Un(z) и равенство

U−1
n (z) = JU∗n(z)J . (4.2)

Подставим в (4.1) z̄ вместо z и λ и умножим (4.1) слева и справа
на J . Воспользовавшись (4.2) и очевидным равенством R∗T ∗

n
(z̄) =

RTn(z), получим

J − U−1
n
∗
(z)JU−1

n (z) = i(z − z)J
(
v∗n
u∗n

)
R∗Tn

(z)K−1
n RTn(z)(vn un)J .

Прямыми вычислениями с использованием (4.1) и (1.7) убеждаемся
с том, что

Un(z)JU∗n(z) =

(
I O

cn(z) I

)(
ρ−2
n (z) O
O −r2

n(z)

)(
I c∗n(z)
O I

)
.

(4.3)
Или, переходя к обратным матрицам,

U−1
n
∗
(z)JU−1

n (z) =

(
I −c∗n(z)
O I

)(
ρ2
n(z) O
O −r−2

n (z)

)(
I O

−cn(z) I

)
.

(4.4)

Теорема 9. Пусть задача Неванлинны-Пика (1.1) является вполне
неопределенной и точка z0 ∈ C+ \{z1, z2, . . . , zn, . . .}. Тогда сходит-
ся произведение

∞∏
j=1

∣∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣∣2 (4.5)

и сходится ряд
∞∑
j=1

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
. (4.6)
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Доказательство. В силу (2.11) и (2.16)

detUn(z0) =
n∏

j=i

(
z̄j
zj
· z0 − zj
z0 − z̄j

)m

.

Поэтому из (4.3) и очевидного равенства detJ = (−1)m имеем

(−1)m ·

(
n∏

j=i

∣∣∣∣z0 − zj
z0 − z̄j

∣∣∣∣2
)m

= (−1)m
(
det rn(z0)

)2·
(
det ρn(z0)

)−2 (4.7)

Задача (1.1) вполне неопределена, т.е. det r∞(z0) 6= 0 и det ρ∞(z0) 6=
0. Переходя к пределу n → ∞ в равенстве (4.7) получим сходи-
мость произведения (4.5). Теперь сходимость ряда (4.6) следует из
очевидного равенства∣∣∣∣z0 − zj

z0 − z̄j

∣∣∣∣2 = 1 +
(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
. (4.8)

Теорема 9 доказана.

Теорема 10. Пусть дана задача Неванлинны-Пика (1.1) такая,
что все усеченные задачи (1.2) являются вполне неопределенны-
ми и зафиксирована некоторая точка z0 ∈ C+ \ {z1, z2, . . . , zn, . . .}.
И пусть, далее, модифицированные параметры Шура (v̂ ′j, û

′
j)
∞
j=1

определены формулами (3.19).
Для того, чтобы матричная задача Неванлинны-Пика (1.1) бы-

ла вполне непределенной, необходимо и достаточно, чтобы сходи-
лись ряды

∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

· v̂ ′∗j

(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

v̂ ′j,

∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

· û ′∗j

(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

û ′j. (4.9)

Доказательство. Необходимость. Пусть задача (1.1) являет-
ся вполне неопределенной, т.е. r∞(z0) > O и ρ∞(z0) > O. Из (3.23)
следует, что (4.3) и (4.4) можно записать в виде

Un(z0)JU∗n(z0) =

(
I O

cn(z0) I

)(
ρ−2
n (z0) O
O −r2

n(z0)

)(
I c∗n(z0)
O I

)
,

U−1
n
∗
(z0)JU−1

n (z0) =



(
I −c∗n(z0)
O I

)(
ρ2
n(z0) O
O −r−2

n (z0)

)(
I O

−cn(z0) I

)
.

При n→∞ правые части этих равенств стремятся к невырожден-
ным матрицам. Поэтому и левые части стремятся к невырожден-
ным матрицам при n→∞. Но тогда существуют константы C1 > 0
и C2 > 0 такие, что

‖J − Un(z0)JU∗n(z0)‖ < C1, ‖J − U−1
n
∗
(z0)JU−1

n (z0)‖ < C2. (4.10)

В точке z0 резольвентная матрица Un(z0) является произведением
J -модулей (см. (3.17), (3.22))

Un(z0) = exp(α1P
′
1) · exp(α2P

′
2) · . . . · exp(αnP

′
n) (4.11)

Из (4.10) и (4.11) следует сходимость ряда
∑∞

j=1 αjP ′
j (см. [8]),

который можно записать в виде (см. (3.18) и (4.8))

−
∞∑
j=0

ln
(

1 +
(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
)
P ′

j. (4.12)

Ряд (4.6) сходится. Поэтому

lim
j→∞

(z̄j − zj)(z̄0 − z0)

|z0 − z̄j|2
= 0.

Отсюда следует, что ряд (4.12) сходится тогда и только тогда, когда
сходится ряд

−
∞∑
j=0

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
P ′

j

или, что тоже самое, сходится ряд

4Im z0 ·
∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

·
(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

(v̂ ′j, û
′
j)J .

Отсюда немедленно следует (4.9).
Достаточность. Пусть сходятся ряды в (4.9). Тогда сходятся

и ряды (см., например, [11])

∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

· û ′∗j

(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

v̂ ′j,

∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

· v̂ ′∗j

(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

û ′j. (4.13)
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Из (4.9) и (4.13) следует сходимость ряда

∞∑
j=0

Im zj
|z0 − z̄j|2

·
(
v̂ ′

∗
j

û ′
∗
j

)(
û ′j v̂

′∗
j − v̂ ′jû ′

∗
j

i

)−1

(v̂ ′j, û
′
j)J ,

члены которого лишь постоянным множителем отличается от чле-
нов ряда

∞∑
j=0

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
P ′

j. (4.14)

Из сходимости ряда (4.14) следует сходимость ряда
∞∑
j=0

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
trP ′

j

и, так как trP ′
j = −m (см. (3.6)), то сходится ряд

∞∑
j=0

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2
.

Отсюда немедленно следует, что ряд (4.14) сходится и расходится
вместе с рядом

−
∞∑
j=0

ln

(
1 +

(zj − z̄j)(z0 − z̄0)

|z0 − z̄j|2

)
P ′

j,

который (см. (4.8) и (3.10)) можно записать в виде
∑∞

j=0 αjP ′
j.

Сходимость этого ряда (см. [8]) обеспечивает сходимость к невы-
рожденному пределу бесконечного матричного произведения

−→∏
∞
j=0 exp(αjP

′
j)

, т. е. при n → ∞ к невырожденной матрице сходится последова-
тельность матриц (см. (3.17) и (3.21))

Un(z0) = exp(α1P
′
1) · exp(α2P

′
2) · . . . · exp(αnP

′
n).

Поэтому, при n → ∞ к невырожденной матрице сходятся левая
часть равенства

Un(z0)JU∗n(z0) =

(
I O

cn(z0) I

)(
ρ−2
n (z0) O
O −r2

n(z0)

)(
I c∗n(z0)
O I

)
.

Отсюда немедленно следует, что r∞(z0) > O и ρ∞(z0) > O.
Теорема 10 доказана.
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